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[摘要]   陶芯作为熔模铸造空心涡轮叶片的内腔转接件，其弯扭变形程度直接关系到空心涡轮叶片的壁厚尺寸精度。

为了研究陶芯制造过程中出现的弯曲和扭曲变形，首先，借鉴叶片给出了陶芯弯曲变形和扭曲变形的定义，并根据陶

芯结构特点研究了陶芯弯扭变形的计算方法，包括基于轮廓线的弯扭变形计算方法：主动轮廓模型法和样条拟合轮

廓线法，与基于数据点的弯扭变形计算方法：凸包算法、二维配准算法和距离权值算法。然后，分别通过仿真与实测

数据比较了 5 种算法，结果表明：样条拟合轮廓线法具有更高的稳定性和精度。
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压气机做了大量理论研究；Houbolt

等 [4] 将转子叶片的弯扭变形分为翼

面向弯曲、翼弦向弯曲和扭曲变形；

Mohaghegh 等 [5] 通过定义叶片积叠

轴，给出了基于积叠轴的叶片弯曲变

形的定义；Omer[6] 研究了叶片轮廓

度误差、弯曲度误差和扭曲度误差

定义及测量方法；陈福兴等 [7] 研究

了基于三坐标测量数据的叶片弯扭

变形误差计算方法；王红霞 [8] 研究

了基于位移场的叶片弯扭变形分析；

彭志光 [9] 研究了基于凸包算法的叶

片弯扭变形计算方法。上述所有方

法都是针对叶片类零件提出的，并

不适用于结构更加复杂的陶芯。陶

芯的制备及成形工艺在各国是保密

的，对陶芯成形精度的研究更是很少

见报道，陶芯弯扭变形的研究仅有

黄胜利 [10]、DOU 等 [11] 提出的基于主

动轮廓模型的陶芯弯扭变形计算方

法，该方法通过 Snake 模型逼近陶芯

外轮廓来获得陶芯截面外轮廓线，但

张现东

西北工业大学航空宇航制造工

程专业博士研究生，主要研究方向为

CAD/CAM、精密测量、熔模精密铸造模

具设计与优化。
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是困扰我国航空制造业的难题。与

国外高达 80% 的合格率相比，国内
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的空心涡轮叶片精密铸造合格率不

到 40%[1]，差距很大。统计结果表明：

在涡轮叶片无余量熔模精密铸造工

艺过程中，同批次不合格空心叶片铸

件中由于壁厚尺寸漂移引起的形状

超差占 50% 左右 [2]，是造成我国空心

涡轮叶片合格率偏低的主要原因之

一。涡轮叶片的壁厚是由外型与内

腔共同保证的，内腔是精铸过程中由

陶芯作为转接件形成的，因此陶芯的

弯扭变形直接关系到空心涡轮叶片

的壁厚分布情况。精确计算陶芯的

弯扭变形，对于指导陶芯在蜡模型腔

中的定位、控制蜡型壁厚、提高空心

涡轮叶片成形精度都有重要的作用。

叶片类截面形状的弯扭变形一

般认为是相对于理论截面的刚体位

移，可以分解为相对于理论截面的

平移与扭转。目前，国内外对叶片

弯扭分析有大量的研究，王仲奇等 [3]

研究了弯扭叶片对降低能量损失的

作用，并对弯扭叶片级和级组用于
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Snake 模型在陶芯纵向肋间易收敛

成直线，导致提取的轮廓线光顺度不

好，从而影响弯扭变形的计算精度。

本文根据弯曲变形和扭曲变形的定

义，研究和比较了几种弯扭变形算

法，并通过几组截面轮廓线计算分析

了陶芯的弯曲变形和扭曲变形。

弯曲变形和扭转变形的定义

二维平面内的弯曲变形和扭转

变形分别表示为测量截面相对于理

论截面的平移位移和扭转角位移。

如图 1 所示，实线表示理论 CAD 截

面轮廓线，虚线表示测量截面线。图

1（a）中点 M c 为测量截面的形心，

点 D c 为 CAD 截面的形心，Dc Mc 即

为截面弯曲变形矢量，用 Tc 来表示。

Tc 可以分解为沿 X 轴向的位移 T x 和

沿 Y 轴向的位移 Ty。图 1（b）中，

点 A 和点 B 分别为 CAD 截面的后

缘点和测量截面后缘点（中弧线延长

线与后缘轮廓线的交点），直线 M cB
与 D cA 的夹角 θ 表示测量截面相对

于 CAD 截面的扭转变形，θ 逆时针

为正，顺时针为负。

弯扭变形的计算方法

空心涡轮叶片陶芯包含众多细

小结构：数个纵向肋槽，数十个横向

肋槽，近百个扰流柱孔、排气边、定位

窗等，截面轮廓复杂，增加了弯扭变

形的计算难度。本文根据陶芯的结

构特点，将陶芯弯扭变形的计算方法

分为两类：基于轮廓线的算法和基

于数据点的算法。基于轮廓线的算

法是通过构造实测点云截面轮廓线，

并与 CAD 截面轮廓线对比，根据弯

扭变形定义计算弯扭变形，主要有基

于主动轮廓模型的算法和基于样条

拟合的算法等。基于数据点的算法

直接通过实测点云与 CAD 截面轮廓

线计算弯扭变形，主要有凸包算法、

二维配准算法、距离权值法等。

1  基于轮廓线的算法

1.1  主动轮廓模型提取轮廓线

主动轮廓模型也称为 Snake 模

型 , 是由 Kass 等 [12] 在 1987 年提出的 ,

广泛应用于数字图像分析和计算机

视觉领域。点云数据中的 Snake 可

以用离散点 pi 和连接邻点的直线段

li 表示：

Snake = {p1，p2，…，pn，l1，l2，…，

ln-1}，�        （1）

其中，li = {pi，pi+1}（i=1，2，…，n-1）。

基于 Snake 的二维点云数据轮

廓线提取主要包括 3 部分：初始轮廓

点的选取、能量方程的表示、轮廓点

运动方向的确定。Snake 提取陶芯截

面轮廓线的步骤为：

（1）提 取 STL 格 式 涡 轮 叶 片

外型截面轮廓点，并采用 Kochanek

曲线插值加密，以加密后的点作为

Snake 初始轮廓点。

（2）建立带权值的 Snake 能量方

程，

    Esnake = αEtension+βEbend+γEdist ，（2）

其中，E tension 和 E bend 分别表示由内力

（包括拉伸力和弯曲力）作用引起的

拉伸能和弯曲能，E dist 表示点云自身

的特征能。

Etension(i) = (|li−1| + |li|)/2  ，�  （3）

 Ebend(i) =
8(1 − cos θi)
(|li−1| + |li|)2 ，�   （4）

Edist(i) = min
∣∣∣pimj

∣∣∣ , (0 ≤ i < N1, 0 ≤ j < N2)

Edist(i) = min
∣∣∣pimj

∣∣∣ , (0 ≤ i < N1, 0 ≤ j < N2)  ，� （5）

其中，θi 是 li-1 与 li 的夹角，其中 pi

是初始轮廓上的第 i 点，mj 是点云数

据中的第 j 点，N1、N2 分别代表初始

轮廓点个数和点云数据点个数，|pimj|

代表点 pi 到 mj 的距离。

（3）以涡轮叶片截面线在初始

轮廓点处内法矢方向作为该轮廓点

的运动方向。

（4）如果所有轮廓点的弯曲能

都小于给定阈值，即 max{E dist(i)}<ε，

则输出 Snake ；否则，增加初始轮廓

点数，重复步骤（1） ~（4），直至收敛。

1.2  样条拟合轮廓线

样条拟合陶芯轮廓线包含 4 步：

截面数据的获取；截面轮廓数据的

提取；型面轮廓线拟合；后缘拟合。

（1） 截面数据提取：通过 ATOS

或 ICT 获得陶芯表面三维点云数据，

将三维点云数据与陶芯 CAD 模型配

准，采用切片法获得陶芯截面数据

（图 2（a））；

（2） 截面轮廓数据提取：计算截

面数据点到 CAD 截面轮廓线段（图

2（b））的距离，给定距离阈值，提取

截面轮廓数据（图 2（c））；

（3）截面轮廓线拟合：对截面数

据排序，然后以 NUBRS 拟合陶芯型

面轮廓线；

（4）后缘拟合：由于排气边的

影响，陶芯后缘测量数据较少（图 3

（a）），直接采用样条拟合偏差较大

（图 3（b）），理论上将陶芯后缘近似

成圆弧，可采用最小二乘圆的拟合陶

芯后缘轮廓线（图 3（c））。

如图 4 所示，AO' 和 BO' 分别为

陶芯叶背延拓线和叶盆延拓线，内切

圆与 AO' 和 BO' 分别切于点 C 和点

D，O'C 的长度为 a，e1 和 e2 分别为 

O'A 和 O'B 的单位方向法矢。则内

（a）弯曲变形

（b）扭转变形 

图1  弯扭变形定义

Fig.1  Definition of bending and twist 

deformation
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切圆方程可表示为：

 

x−
a

cos
( 1

2 arccos
(
�e1 · �e2

))


2

+ y2 =
(
a tan

( 1
2 arccos

(
�e1 · �e2

)))2

x−
a

cos
( 1

2 arccos
(
�e1 · �e2

))


2

+ y2 =
(
a tan

( 1
2 arccos

(
�e1 · �e2

)))2
 ，� （6）

将后缘点坐标代入内切圆方程，

就可得到后缘点到内切圆的代数距

离 pi（a）：

pi (a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi− a
cos
( 1

2 arccos
(
�e1 · �e2

))


2

+ yi
2 −
(
a tan

( 1
2 arccos

(
�e1 · �e2

)))2
∣∣∣∣∣∣∣∣

pi (a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xi− a
cos
( 1

2 arccos
(
�e1 · �e2

))


2

+ yi
2 −
(
a tan

( 1
2 arccos

(
�e1 · �e2

)))2
∣∣∣∣∣∣∣∣
。� （7）

后缘数据点的坐标变换到坐标

系 X'O'Y' 下，带入式（7），记方程的

值为 p1（a），p2（a），p3（a），…，以

min{p1（a）+p2（a）+p3（a）+… } 为

目标函数，求取满足最优解的 a，即

得到距所有后缘点距离和最小的圆。

最后，将所得圆心坐标变换到陶芯模

型坐标系中，得到陶芯后缘的拟合轮

廓线。

之后，采用等半径法计算中弧线

及后缘点，采用等弧长或等参数的方

式采样轮廓线，采样点坐标均值作为

形心。采用同样的方法得到 CAD 截

面线的后缘点及形心，按照弯曲和扭

曲变形的定义计算陶芯的弯扭变形。

2  基于数据点的计算方法

2.1  凸包算法

文献 [9] 采用凸包算法求解叶片

测量数据形心，首先通过凸包计算将

叶片测量数据点分为凸包点和凹弧

点，然后采用分割三角形法分别计算

凸包点和凹弧点的形心，最后通过面

积加权计算出叶片截面测量数据点

的形心。由于陶芯纵向肋结构会产

生肋面数据点，可采用 1.2 节中提取

截面轮廓点的方法去除内部数据点，

然后计算凸包。凸包算法计算陶芯

测量数据形心的步骤为：（1）提取截

面轮廓数据（图 2（c））；（2）计算凸

包（图 5（a））；（3）采用三角形分割

分别计算凸包点（图 5（b））和凹弧

点形心（图 5（c））；（4）计算陶芯截

面形心。

设（xi，yi），（i=1，2，…，n）为凸

包点，凸包第 i 个三角形顶点分别为

（x1，y1）、（xi+1，yi+1）和（xi+2，yi+2），面

积为 A i=0.5|x1（yi+1-yi+2）+xi+1（yi+2-y1）

+xi+2（y1-yi+1）|；（x'j，y'j），（j=1，2，…，

m）为凹弧点，凹弧第 j 个三角形顶

点为（x'1，y'1）、（x'j+1，y'j+1）和（x'j+2，

y'j+2），面 积 为 B j=0.5|x'1（y'j+1-y'j+2）

+x'j+1（y'j+2-y'1）+x'j+2（y1-y'j+1）|。其

中 n、m 分别为凸包点和凹弧点个数，

点（x1，y1）和点（x'1，y'1）相同，为凸

包（凹弧）起点；点（xn，yn）和点（x'm，

y'm）相同，为凸包（凹弧）终点。设陶

芯截面形心坐标（xc，yc）为：

（a）截面测量数据 （b）CAD 外轮廓线 （c）测量外轮廓数据点

图2  截面外轮廓数据点提取

Fig.2  Abstraction of measured contour points for cross-section

（a）测量数据 （b）样条拟合 （c）最小二乘圆拟合

图3  最小二乘法拟合陶芯后缘轮廓线

Fig.3  Trailing edge fitting by least-squares method

CAD 轮廓线CAD 轮廓线

拟合截面线拟合截面线

 

图4  叶盆叶背延拓线内切圆

Fig.4  Inscribed circle of blade 

basin and back extension cord
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图5  陶芯测量数据凸包计算

Fig.5  Convex hull of measured contour points
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1
3

n−2∑
i=1

Ai (x1 + xi+1 + xi+2) −
m−2∑
j=1

Bj(x′1 + x′ j+1+x′ j+2)

n−2∑
i=1

Ai −
m−2∑
j=1

Bj

， �（8）

yc =
1
3

n−2∑
i=1

Ai (y1 + yi+1 + yi+2) −
m−2∑
j=1

Bj(y′1 + y′ j+1+y′ j+2)

n−2∑
i=1

Ai −
m−2∑
j=1

Bj

。  （9）
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凸包算法的扭转变形，以 CAD

截面弦线与测量截面弦线（凸包多边

形的最大边长）夹角来表示。

2.2  二维配准算法

二维配准法直接采用 SVD-ICP

算法对实测截面点云与 CAD 截面配

准，在配准的过程中记录平移及旋转

量，累加平移量为弯曲变形量，累加

旋转量为扭转变形，其流程如图 6 所

示。

2.3  距离权值算法

距离权值法与凸包算法类似，不

通过拟合截面线直接计算陶芯截面

测量数据形心；不同点是凸包算法

将陶芯截面看作片体，用三角分割法

计算形心，距离权值法将陶芯截面轮

廓看作线体，以相邻点间的距离作为

权值计算形心。算法步骤如下：

（1）提取陶芯截面轮廓数据（图

2（c））；

（2）对截面轮廓数据排序；

（3）计算距离加权形心。

设排序后截面轮廓数据点为 p1，

p2，p3，… pn，令 pn+1=p1，对点序列 p1，

p2，p3，…，pn，pn+1 计算距离加权形

心 pc：

   pc =

n∑
i=1

pi + pi+1

2 di

n∑
i=1

di

，�  （10）

式中，di 为点 pi 和点 pi+1 的距离。

以测量数据点中距离形心最远

的点近似后缘点计算扭转变形。

仿真计算

为验证上述算法的准确性，截取

某型号陶芯 CAD 模型 Z=50 截面，均

匀离散数据点，将点集沿 X 轴和 Y
轴各偏移 0.5mm，绕 Z 轴旋转 2°，如

图 7，红色实线为 CAD 模型，黑色点

为变换后的数据点。

变换后的数据点视为仿真测量

点，采用 Snake 模型算法、样条拟合

轮廓线法、凸包算法、二维配准算法、

距离权值算法，进行弯扭变形计算分

析。

算例 1 ：对仿真数据不添加随机

误差，计算结果如表 1 所示。

算例 2 ：对数据点集添加服从正

态分布 N（0，0.01）的随机法向误差，

计算结果如表 2 所示。

算例 3 ：对数据点集添加服从正

态分布 N（0，0.1）的随机法向误差，

计算结果如表 3 所示。

通过表 1、2、3 看出，当测量数据

不存在误差时，基于数据点的弯扭变

形算法的计算精度明显高于基于轮

廓线的算法精度；当测量数据误差

较小时，5 种算法的误差均不大，样

方法
X 平移量 /

mm
相对误差 /

%
Y 平移量 /

mm
相对误差 /

%
扭转角

θ/（°）
相对误差 /

%

Snake 模型 0.494 1.2 0.492 1.6 1.950 2.5

样条拟合 0.498 0.4 0.494 1.2 1.981 0.95

凸包算法 0.499998 0.0004 0.500001 0.0002 2.0004 0.02

二维配准 0.499 0.2 0.502 0.4 2.000 <10-4

距离权值 0.500 <10-4 0.500 <10-4 1.99997 0.0015

表1  算例1计算结果

方法
X 平移量 /

mm
相对误差 /

%
Y 平移量 /

mm
相对误差 /

%
扭转角

θ/（°）
相对误差 /

%

Snake 模型 0.482 3.6 0.475 5.0 1.904 4.8

样条拟合 0.488 2.4 0.492 1.6 1.972 1.4

凸包算法 0.507 1.4 0.514 2.8 1.927 3.65

二维配准 0.495 1.0 0.506 1.2 1.978 1.1

距离权值 0.504 0.8 0.508 1.6 1.911 4.45

表2  算例2计算结果

条拟合算法和二维配准算法计算精

度略高于其他 3 种算法；当测量数据

误差较大时，Snake 模型、二维配准、

凸包算法、距离权值算法的最大相对

误差均超过或接近 10%，而样条拟合

算法的相对误差低于这 4 种算法，对

测量数据点误差具有更好的计算稳

定性。

比较 Snake 模型算法与样条拟

合算法，样条拟合算法对弯曲和扭曲

变形的计算精度均高于 Snake 模型

算法，因为 Snake 模型易在陶芯纵向

肋间收敛成直线，导致提取轮廓线的

光顺度不是很好；凸包算法和距离

权值算法的弯曲变形计算精度要高

图7  弯扭变形仿真数据

Fig.7  Simulated points with known 

bending and twist

图6  二维配准算法流程

Fig.6  Flowchart of 2-D registration method

CAD
轮廓线 测量截面线

SVD-ICP 配准

满足标准

输出结果

是

否

移除坏点
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于扭曲变形计算精度，由于这两种算

法是通过所有（或大部分）点计算形

心的，而扭曲变形是通过前后缘与弦

线切点或后缘点计算的，所以计算扭

曲变形对点的误差更敏感。

复杂陶蕊实测弯扭分析

对某型号涡轮叶片进行 CT 扫

描点云提取 7 组水平截面，采用样条

拟合轮廓线的方法计算弯扭变形。

水平截面位置如图 8（a）所示，截面

线如图 8（b）所示，图 8（b）中实线

为 CAD 轮廓线，虚线为拟合的测量

截面线。弯扭变形计算结果见表 4。

将表 4 中的弯扭变形计算结果

绘制成弯曲变形、扭转变形曲线，如

图 9 所示。

综合表 4 及图 9 可以得到陶芯

的弯曲和扭曲变形的整体趋势，发现

存在弯扭不连续截面，说明陶芯在制

坯、烧结和强化处理工艺过程中有局

部变形，陶芯的模具设计和生产工艺

还有待改进。下一步工作是研究陶

芯的变形机理和基于变形调控的陶

芯模具优化设计及工艺改进技术。

结论

本文基于刚体位移的假设，给出

了陶芯弯扭变形的定义；根据陶芯

的结构特点，研究了基于轮廓线和

数据点的弯扭变形计算方法，通过

仿真分析和试例验证可得出：（1）当

测量数据点与 CAD 模型完全对应不

包含误差时，基于数据点的凸包算

法、二维配准与距离权值算法对弯扭

变形的计算精度要高于基于轮廓线

的算法；（2）样条拟合轮廓线法对数

据点误差的计算稳定性要高于 Snake

模型、凸包算法、二维配准和距离权

（a）截面位置 （b）CAD 与测量轮廓线

图8  截面位置及拟合轮廓线

Fig.8  Location and contour lines of cross-sections for ceramic core
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方法
X 平移量 /

mm
相对误差 /

%
Y 平移量 /

mm
相对误差 /

%
扭转角

θ/（°）
相对误差 /

%

Snake 模型 0.432 13.6 0.468 6.4 1.849 7.55

样条拟合 0.478 4.4 0.474 5.2 2.039 1.95

凸包算法 0.495 1.0 0.569 13.8 1.632 18.4

二维配准 0.468 6.4 0.546 9.2 1.808 9.6

距离权值 0.472 5.6 0.443 11.4 1.684 15.8

表3  算例3计算结果

序号 Z/mm TX/mm TY/mm θ /（°）

1 27 -0.033 0.081 -0.010

2 32 -0.031 0.079 0.021

3 42 0.015 0.038 -0.164

4 50 0.019 0.049 -0.048

5 60 0.016 -0.005 -0.216

6 70 0.023 -0.021 -0.258

7 72 0.025 -0.032 -0.262

表4  截面平移与扭转结果

图9  实测陶芯弯曲变形曲线

Fig.9  Bending and torsion curves of 

measured ceramic core
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Comparison of Bending and Torsion Deformation Algorithms for              
Ceramic Core of Hollow Turbine Blade

ZHANG Xiandong1, BU Kun1, LIU Lianxi2, DOU Yangliu1

( 1. Key Laboratory of Contemporary Design and Integrated Manufacturing Technology, Ministry of Education, 
Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China; 

2. Beijing Xinghang Mechanical-Electrical Equipment Co., LTD, Beijing 100074, China))

[ABSTRACT]   Ceramic core is used to form the cooling channel of hollow turbine blade in investment casting process. 
The bending and torsion deformations of ceramic core have direct influence on the wall thickness dimension accuracy of 
turbine blade. To study bending and torsion deformation of ceramic core generating in manufacturing process, firstly, based 
on the definition of bending and torsion deformations for airfoil and the structure characteristics of ceramic core, the al-
gorithms for computing bending and torsion deformations of ceramic core are studied, including contour-based methods: 
Snake-model, spline-fitting method and point-based methods: Convex-hull, 2D-registration, distance-weight method. Sec-
ondly, through computing a simulated known bending and twist deformation, these five methods are compared. The com-
paring results indicate that the accuracy and stability of spline-fitting method is better than other methods.
Keywords:  Ceramic core; Bending and torsion; Snake-model; Spline-fitting; Convex-hull; 2D-registration; Distance-
weight� （责编　谷雨）

值算法；（3）样条拟合轮廓线法对弯

扭变形的计算精度要高于 Snake 模

型算法，这是由于样条拟合轮廓线的

光顺度要高于 Snake 模型；（4）凸包

算法和距离权值算法对扭曲变形的

计算精度要低于弯曲变形，这是由于

两种算法计算扭曲变形对测量数据

点的误差更敏感。

样条拟合轮廓线法能准确地计

算陶芯的弯曲、扭曲变形，而且对后

续陶芯变形位移场建模、轮廓度误差

分析及烧成收缩率计算都很方便，具

有较大的工程实用价值。
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